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Tóm tắt
Ngày nay, mô phỏng số có vai trò quan trọng trong quá trình ra các sản phẩm mới. Có nhiều ứng dụng trong mô
phỏng số nhằm rút ngắn thời gian tính toán, tuy nhiên vẫn đảm bảo chất lượng của kết quả. Phương pháp hiệu
quả đó chính là phương pháp Polynomial Chaos (PC) [7]. Bài báo này giới thiệu một phương pháp biến thể của
phương pháp PC giúp cho việc mô phỏng số hiệu quả hơn. Ví dụ, áp dụng được thực hiện với hệ thống treo
trên ô tô. Kết quả mô phỏng được so sánh, đánh giá các kết quả của phương pháp PC và phương pháp Monter
Carlo, từ đó đưa ra các ưu, nhược điểm của phương pháp Polynomial Chaos Ceux (PCX).

Từ khóa: Phương pháp lấy mẫu; phương pháp Polynomial Chaos; phương pháp Polynomial Chaos Ceux; động
lực học; biến ngẫu nhiên.�
Abstract �
Today, numerical simulation plays an important role in the process of new products. There are many applications
in numerical simulation to shorten the calculation time, but still ensure the quality of the results. An effective
method is the Polynomial Chaos (PC) method [7]. This paper introduces a variant of the PC method that makes
numerical simulation more ef�cient. Application examples are made with car suspension systems. The simulation
results are compared and evaluated the results of the PC method and the Monter Carlo method, thereby giving
the advantages and disadvantages of the Polynomial Chaos Ceux (PCX) method.

Keywords:�6ampling methods; Chaos Polynomial method; Polynomial Chaos Ceux method; dynamics; random
variable.

1. PHƯƠNG PHÁP POLYNOMIAL CHAOS CREUX

Đây phương pháp tính theo xác suất. Với phương
pháp này người ta sẽ chọn một số lượng mẫu nhỏ,
tính toán trên các mẫu này, các kết quả còn lại sẽ được
nội suy theo kết quả tính toán ở các mẫu. Do đó, với
phương pháp này tính toán với số lượng mẫu nhỏ nên
thời gian tính toán được rút ngắn, tuy nhiên kết quả
có sai số.

Hình 1. Sơ đồ khối phương pháp Polynomial�Chaos Creux

Với xL là các mẫu được lấy trong tập hợp Ar,p, giá trị
trung bình được tính theo công thức (1)��(2):

�)()(
0

xfx jj

N

jPC
p xx å =

= (1)

Trong đó:
fj: Là đa thức của PC.

Theo [8] đa thức này được tính theo công thức:

�)(...)(),...,()( )(11 )(1 1 rji
r

k jirjj r
LL xxxxfxf Ä== Õ = (2)

Với Lik (k = 1…r) là đa thức Legendre được xác định
bởi công thức:
(n + 1)Ln+1(x) = (2n + 1)xLQ(x) - nLn-1(x) (3)
Với
L0(x) = 1 và L1(x) = x
Theo [9]�a tính theo công thức :

(với 0<q<1, q là giá trị do người
tính toán chọn).
Có 2 cách để chọn giá trị cho �

qa [8], [9].
Người phản biện: 1. PGS. TS. Trần Văn Như

2. PGS. TS. Lê Văn Quỳnh
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Trường hợp 1:

�rp
q

´£a , với trường hợp này thì Np được tính theo
công thức:

�
r

p pN )1( += � (4)
Trong đó:
: số lượng tham số không chắc chắn;
S: hệ số của đa thức (do người tính toán chọn).
Ví dụ: Việc chọn đa thức với 1 hệ thống có 2 tham số
không chắc chắn ( = 2) và hệ số của đa thức S = 2.
Việc chọn a1và a2 cần đảm bảo các điều kiện như:

,p£1a p£2a và �rp
q

´£a .

Để đảm bảo các điều kiện trên thì việc chọn a1và a2�
được thể hiện trong Bảng 1. Các kết quả �

qa không
đảm bảo được điều kiện �rpq ´£a sẽ được thể hiện

là mầu đỏ và Eị Jạch ở giữa.

Bảng 1. Chọn biến �
qa trường hợp� �rpq ´£a

a1 a2 �
2.0=q

a �
5.0=qa

0 0 0 0
0
0

0

45.80 5.83
0

45.80 5.83

Với các kết quả như trên các biến a1��a2 sẽ được thể
hiện như Hình 2.

a. T = 0.2

b. T = 0.5

Hình 2. Chọn a1��a2 trong trường hợp �rp
q

´£a

Trường hợp 2:
p

q
£a , với trường hợp này thì 1S�được tính theo

công thức:
�

!!
)!(1
rp
rpN p

+
=+ (5)

Tương tự như trong trường hợp 1, để đảm bảo các
điều kiện thì các kết quả không đạt yêu cầu sẽ được
thể hiện là mầu đỏ và có gạch ở giữa.

Bảng 2. Chọn biến �
q

a �trường hợp� p
q
£a

a1 a2 �
2.0=q

a �
5.0=q

a

0 0 0 0
0
0

0

45.80 5.83
0

45.80 5.83

Với các kết quả thu được ở Bảng 2, a1��a2 sẽ được biểu
diễn thông qua Hình 3.

a. T = 0.2

b. T = 0.5
Hình 3. Chọn a1��a2 trong trường hợp p

q
£a

2��MÔ HÌNH DAO ĐỘNG 1/4 TRÊN Ô TÔ

Hình . Mô hình dao động 1/4 trên ô tô



NGHIÊN CỨU KHOA HỌC

�� Tạp chí Nghiên cứu khoa học, Trường Đại học Sao Đỏ, ISSN 1859-4190, Số 3 (74) 2021

Theo [5], [6]��[7] mô hình dao động 1/4 trên ô tô được
mô tả như sau:

�)()(
.

2

.

1
3

21

..

1 xxcxxkxm ss ----= (6)
�))(()()( 2

.

2

.

1
3

21

..

2 xtzkxxcxxkxm usu -+-+-= (7)

Trong đó:
P : Khối lượng của phần được treo;
PX: Khối lượng của phần không được treo;
N : Độ cứng của hệ thống treo;
F: Hệ số cản giảm chấn;
NX: Độ cứng của bánh xe;
] : Độ nhấp nhô của mặt đường;
[ : Hệ tọa độ gắn với thân xe;
[ : Hệ tọa độ gắn với bánh xe;

Một số thông số của mô hình dao động ô tô là thay đổi
trong giới hạn như: Độ cứng của lốp xe, ụ cao su,… Do
đó chúng tôi đề xuất giá trị của độ cứng hệ thống treo
và độ cứng của bánh xe thay đổi trong khoảng 10%.

Bảng 3. Thông số của xe ô tô được khảo sát [5]

Thông số Giá trị
ks 00 N/m ± 10%
ku 2000 N/m ± 10%
ms 40 kg
mu 20 kg
c 600 Ns/m

max 0,2 m

3. KẾT QUẢNGHIÊN CỨU
Để so sánh giữa các phương pháp tính toán, bài báo sử
dụng phương pháp so sánh sai lệch giá trị bình phương
trung bình của đại lượng so sánh theo biểu thức:

T = �

ò

òò -

t

MC

t

MC

t

PCX

dtx

dtxdtx

0

2

0

2

0

2

���� � � ����(8)

Trong đó:
;[ : kết quả của phương pháp PCX;

MCx : kết quả của phương pháp Monte Carlo;
: thời gian tính toán.
Với hệ phương trình được trên, sử dụng chương trình
phần mềm Matlab phỏng ta được kết quả mô phỏng
ứng với trường hợp đầu vào là mặt đường được mô
phỏng như Hình 5.

Hình . Độ nhấp nhô của mặt đường

Với các điều kiện tính toán như trên, tác giả thu
được kết quả tính toán trong trường hợp �rp

q
´£a �

và p
q
£a với cáF�phương pháp lấy mẫu lần lượt là:

Monte Carlo�(MC), Hypercube latin ngẫu nhiên (LHSa),
Hypercube latin xác định (LHSd) và lấy mẫu bằng cách
sử dụng nghiệm của các đa thức (RR) [10]. Các tính toán
sẽ được thực hiện trong trường hợp với S nhỏ (S = 3) và
với p là lớn (S = 5). Do các kết quả tính toán sau mỗi
lần tính toán khác nhau, để quan sát được vùng sai số
của các trường hợp tính toán, tác giả đã thực hiện các
phép tính lặp lại 50 lần. Để tiện cho việc so sánh độ tin
cậy của các kết quả, tác giả đề xuất giá trị tuyệt đối sai
số nhỏ hơn 8%.

Trường hợp 1:

�rpq ´£a và S = 3 (TH1).

Hình 6 a. Phương pháp lấy mẫu MC

Hình 6 b. Phương pháp lấy mẫu LHSa

Hình 6 c. Phương pháp lấy mẫu LHSd

Hình 6 d. Phương pháp lấy mẫu RR
Hình 6. Kết quả tương ứng với các phương pháp lấy mẫu

trong trường hợp �rp
q

´£a
�
và S = 3
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Kết quả của phương pháp PCX được thể hiện là các
dấu cộng mầu đỏ trên Hình 6. Tác giả tạo hình chữ
nhật mầu xanh có tọa độ trên trục [ từ 0.1 - 1, trên trục
với giá trị từ -0.8 - 0.8. Các kết quả nếu nằm trong

hình chữ nhật mầu xanh này sẽ là các kết quả đạt
yêu cầu, các giá trị nằm bên ngoài là các giá trị không
đạt yêu cầu. Dựa vào các kết quả trên Hình 6 ta thấy
rằng khi T tăng thì độ tin cậy của kết quả có xu hướng
tăng lên. Phương pháp lấy mẫu ảnh hưởng rất lớn đến
độ tin cậy của kết quả. Với phương pháp lấy mẫu RR
thì độ tin cậy lấy mẫu đều đạt yêu cầu, tuy nhiên với
phương pháp lấy mẫu là MC thì độ tin cậy của kết quả
không đạt yêu cầu.

Trường hợp 2:

p
q
£a và S = 3 (TH2).

Hình 7a. Phương pháp lấy mẫuMC

Hình 7b. Phương pháp lấy mẫu LHSa

Hình 7c. Phương pháp lấy mẫu LHSd

Hình 7d. Phương pháp lấy mẫu RR
Hình 7. Kết quả tương ứng với các phương pháp lấy mẫu

trong trường hợp p
q
£a

�
và S =3

So sánh các kết quả ở trường hợp 1 thì độ tin cậy của
các kết quả của trường hợp 2 có xu hướng giảm. Tuy
nhiên, trong trường hợp này thì độ tin cậy của kết quả
với phương pháp lấy mẫu là RR tốt hơn các phương
pháp lấy mẫu còn lại.

Trường hợp 3:

�rp
q

´£a và S = 5 (TH3).

Hình 8a. Phương pháp lấy mẫu MC

Hình 8b. Phương pháp lấy mẫu LHSa

Hình 8c. Phương pháp lấy mẫu LHSd

Hình 8d. Phương pháp lấy mẫu RR

Hình 8. Kết quả tương ứng với các phương pháp lấy mẫu
trong trườ2+�hợp �rp

q
´£a

�
và S = 5

Dựa trên các kết quả được thể hiện ở Hình 8 ta thấy
rằng, so với TH1 thì độ tin cậy của kết quả được cải
thiện. Trong các trường hợp trên ta thấy kết quả của
phương pháp lấy mẫu MC có độ tin cậy không tốt.

Trường hợp 4:

p
q

´£a và S = 5 (TH4).
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Hình 9a. Phương pháp lấy mẫuMC

Hình 9b. Phương pháp lấy mẫu LHSa

Hình 9c. Phương pháp lấy mẫu LHSd

Hình 9d. Phương pháp lấy mẫu RR

Hình 9. Kết quả tương ứng với các phương pháp lấy mẫu
trong trường hợp p

q
£a

�
và S = 5

So với các kết quả ở TH2 thì độ tin cậy kết quả của
TH4 tốt hơn, tuy nhiên khi so sánh độ tin cậy kêt quả
với TH3 thì độ tin cậy của kết quả của TH4 giảm xuống.
Như vậy trong quá trình tính toán khi so sánh với cùng
tham số thì trường hợp khi tíQK toán với �rp

q
´£a sẽ

được độ tin cậy kết quả tốt�Kơn trường hợp p
q

´£a .
Trong trường hợp tính toán vớL phương pháp PCX thì
khi S tăng thì chất lương của kết quả cũng tăng lên.

Thời gian tính toán được thể hiện qua Bảng 4.

Bảng 4. Thời gian nh toán

q
t (giây) �W� �W� �W� �W� �W�

TH1 với MC 0.71 1.02 1.11 1.37 1.45
TH1 với LHSa 1.12 1.21 1.37 1.43 1.60
TH1 với LHSd 0.72 1.07 1.12 1.47 1.73
TH1 với RR 0.54 0.57 0.59 0.62 0.69
TH2 với MC 0.39 0.42 0.43 0.44 0.46
TH2 với LHSa 0.41 0.43 0.45 0.51 0.57
TH2 với LHSd 0.42 0.43 0.47 0.52 0.58
TH2 với RR 0.39 0.41 0.46 0.48 0.51
TH3 với MC 2.8 3.11 3.20 3.51 3.56
TH3 với LHSa 1.91 1.95 1.99 2.01 2.22
TH3 với LHSd 1.96 2.10 2.29 2.59 2.89
TH3 với RR 2.67 2.72 2.74 2.79 2.85
TH4 với MC 0.78 0.81 0.87 0.89 0.92
TH4 với LHSa 1.14 1.16 1.21 1.36 1.59
TH4 với LHSd 1.02 1.13 1.32 1.46 1.49
TH4 với RR 0.75 0.77 0.80 0.82 0.94
TH1 với MC 1.48 1.6 1.9 2.18 2.2

TH1 với LHSa 1.67 1.94 2.32 2.36 2.51

TH1 với LHSd 1.82 1.96 2.29 2.32 2.49

TH1 với RR 0.72 0.74 0.77 0.79 0.82

TH2 với MC 0.52 0.55 0.56 0.61 0.63

TH2 với LHSa 0.59 0.62 0.65 0.69 0.73

TH2 với LHSd 0.62 0.64 0.67 0.69 0.74

TH2 với RR 0.56 0.62 0.63 0.65 0.68

TH3 với MC 3.85 4.32 4.91 5.32 5.56

TH3 với LHSa 2.34 2.53 2.76 2.91 3.12

TH3 với LHSd 3.22 3.41 3.62 3.86 4.02

TH3 với RR 3.00 3.14 3.25 3.27 3.51

TH4 với MC 0.95 0.98 1.21 1.27 1.36

TH4 với LHSa 1.64 1.77 1.82 1.91 2.10

TH4 với LHSd 1.53 1.62 1.73 1.83 1.95

TH4 với RR 1.21 1.35 1.52 1.62 1.73

Bảng 4 thể hiện thời gian tính toán với các trường hợp:
TH1, TH2, TH3, TH4. Với các kết quả đảm bảo độ tin
cậy sẽ được thể hiện qua ô màu xanh. Các kết quả
không đảm bảo độ tin cậy sẽ được thể hiện qua ô mầu
trắng. Thông qua Bảng 3 ta thấy rằng khi so sánh với
cùng các tham số thì khi T hoặc S tăng thì thời gian
tính toán sẽ tăng lên. So với thời gian tính toán bởi
phương pháp PC thì phương pháp PCX giúp giảm thời
gian tính toán. Trong trường hợp tính toán với phương
pháp lấy mẫu là RR thì sẽ có độ tin cậy kết quả tốt hơn
so với các trường hợp lấy mẫu khác. Khi chọn q trong
khoảng lớn hơn 0.7 sẽ có xu hướng cho độ tin cậy của
kết quả là tốt. Dựa vào Bảng 4 ta có thể tìm ra được
tham số giúp đảm bảo độ tin cậy của kết quả tuy nhiên
thời gian tính toán là ngắn nhất. Đó chính là khi tính
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toán với phương pháp PCX với các tham số: T = 0.1,

�rp
q

´£a , phươQg pháp lấy mẫu là RR, S = 3. Với

các tham số như trên thì thời gian tính toán là 0.54 giây
(giảm 34% so với trường hợp tính toán bằng phương
pháp PC là 0.82 giây).

�. KẾT LUẬN

Thời gian tính toán đối với phương pháp PCX giảm
hơn so với thời gian tính toán bằng phương pháp PC.
Khi tính toán bằng phương pháp PCX trong trường
hợp chọn �rpq ´£a thì độ tin cậy kết quả sẽ tốt hơn

trườQJ�hợp p
q
£a , tuy nhiên thời gian tính toán thì

sẽ lớn hơn. Để đảm bảo độ tin cậy của kết quả nên
tính toán phương pháp PCX với phương pháp chọn
mẫu là RR và việc chọn q phù hợp (nên chọn T�≥ 0.7).
Phương pháp này áp dụng để giải quyết các bài toán
động lực học.

TÀI LIỆU THAM KHẢO

[1]. [Wiener N. (October 1938), The Homogeneous
Chaos, American Journal of Mathematics.
American Journal of Mathematics, Vol. 60, No.
4. 60 (4): 897-936. doi:10.2307/2371268.

[2]. D. Xiu (2010), Numerical Methods for Stochastic
Computations: A Spectral Method Approach
Princeton University Press.

[3]. H. Niederreiter (1992), Random Number
Generation and Quasi-Monte Carlo Methods��
CBMS-NSF Regional Conference Series in
Applied Mathematics, Society for Industrial and
Applied Mathematics.

[4]. M. D. McKay, R. J. Beckman, W. J. Conover
(1979), A Comparison of Three Methods for
Selecting Values of Input Variables in the Analysis
of Output from a Computer Code, Technometrics
21 (2) 239–245. doi:10.2307/1268522.

[5]. Gaurav Kewlania, Justin Crawfordb and Karl
Iagnemmaa (2012), A polynomial chaos approach
to the analysis of vehicle dynamics under
uncertainty.

[6]. Ling Feng, Ma Ze-Yu,Tang Zheng-Fei, Chen
Yong-Fu (2013), Uncertainty Analysis of Vehicle
Suspension Systems Based on Polynomial Chaos
Methods.

[7]. Đào Đức Thu, Phạm Văn Trọng, Trần Quang
Thanh (2019), Nghiên cứu phương pháp
Polynomial�Chaos áp dụng cho hệ thống treo trên
ô tô, Tạp chí nghiên cứ khoa học Đại học Sao Đỏ,
số 2.

[8]. Géraud Blatman�� Bruno Sudret (2010), An
adaptive algorithm to build up sparse polynomial
chaos expansions for� stochastic �nite element
analys.

[9]. Géraud Blatman�� Bruno Sudret (2008)�� Sparse
polynomial chaos expansions and adaptive
stochastic �nite elements using a regression
approach.

[10]. Đào Đức Thụ, Lương Quý Hiệp, Phạm Văn Trọng
(2021), Nghiên cứu sự ảnh hưởng của phương
pháp lấy mẫu đến chất lượng của phương pháp
polynomial chaos áp dụng cho hệ thống treo trên
ô tô, Tạp chí nghiên cứu khoa học Đại học Sao
Đỏ, số 1.

THÔNG TIN TÁC GIẢ

Đào Đức Thụ

- Tóm tắt quá trình đào tạo, nghiên cứu (thời điểm tốt nghiệp và chương trình đào tạo,
nghiên cứu):
+ Năm 200 Tốt nghiệp Đại học, chuyên ngành Ô tô và Xe chuyên dụng, Trường Đại học
Bách khoa Hà NộiU
+ Năm 20 Tốt nghiệp Thạc sĩ, chuyên ngành Ô tô và Xe chuyên dụng, Trường Đại học
Bách khoa Hà NộiU
+ Năm 2020: Tốt nghiệp Tiến sĩ, chuyên ngành Kĩ thuật cơ khí, Trường INSA Centre Val
de Loire, Pháp;
- Tóm tắt công việc hiện tại: Giảng viên khoa Ô tô, Trường Đại học Sao Đỏ;
- Lĩnh vực giảng dạy, nghiên cứu: Cơ điện tử trên ô tô, mô hình hóa và mô phỏng các hệ
thống động lựcU
- Email: ducthuhd@gmail.com.



NGHIÊN CỨU KHOA HỌC

�� Tạp chí Nghiên cứu khoa học, Trường Đại học Sao Đỏ, ISSN 1859-4190, Số 3 (74) 2021

Nguyễn Đình Cương

- Tóm tắt quá trình đào tạo, nghiên cứu (thời điểm tốt nghiệp và chương trình đào tạo,
nghiên cứu);
+ Năm 2004: Tốt nghiệp đại học, chuyên ngành Ô tô - máy kéo, Trường Đại học
Nông nghiệp I, Hà Nội (này là Học viện Nông nghiệp Việt Nam).
+ Năm 2009: Tốt nghiệp Thạc sĩ, chuyên ngành Cơ khí chế tạo, Trường Đại học Bách khoa
Hà Nội.
+ Năm 2015: Tốt nghiệp Tiến sĩ, chuyên ngành Kỹ thuật xe, Đại học Giao thông Tây Nam,
Tứ Xuyên, Trung Quốc.
- Tóm tắt công việc hiện tại: Phó Trưởng khoa, Giảng viên, khoaÔ tô, Trường Đại học Sao Đỏ.
- Lĩnh vực quan tâm: Kết cấu ô tô, nhiên liệu, chẩn đoán ô tô, ma sát học, cơ khí ô tô.
- Email: nguyencuong1111980@gmail.com.
- Điện thoại: 0968 900 158.

Phạm Văn Trọng
- Tóm tắt quá trình đào tạo, nghiên cứu (thời điểm tốt nghiệp và chương trình đào tạo,
nghiên cứu):

+ Năm 20 Tốt nghiệp Đại học, chuyên ngành Động cơ đốt trong, Trường Đại học Bách
khoa Hà NộiU
+ Năm 20 Tốt nghiệp Thạc sĩ, chuyên ngành Động cơ đốt trong, Trường Đại học Bách
khoa Hà NộiU
- Tóm tắt công việc hiện tại: Giảng viên khoa Ô tô, Trường Đại học Sao Đỏ;
- Lĩnh vực giảng dạy, nghiên cứu: Các môn về động cơ đốt trong;
- Email: trongbk2010@gmail.com;
- Số điện thoại: 0356 071 085.


