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Tóm tắt

Bài báo nghiên cứu về tính tối ưu của hệ thống điều khiển bằng phương pháp sử dụng nguyên lý cực đại
Pontryagin. Bài báo đưa ra một điều kiện của nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh để đảm bảo tính tối ưu cục bộ yếu
của các quá trình điều khiển đối với hệ thống Af�ne và bộ điều khiển đa diện.

Từ khóa: Hàm điều khiển; quỹ đạo chuyển động; nguyên lý cực đại; tối ưu cục bộ yếu.

Abstract

The article studies the optimization of the control system by using the Pontryagin’s maximum principle. Introduce
a modi�ed maximum rule condition to ensure weak local optimization of control processes for Af�ne systems and
multifaceted controllers.

.H\ZRUGV� Control function; motion trajectory; maximum principle; weak local optimization.

1. ĐẶTVẤN ĐỀ

Kiểm soát tối ưu là một trong những lĩnh vực quan
trọng nhất của lý thuyết cực trị. Nó có những ứng dụng
thực tế trong các lĩnh vực hoạt động khác nhau của
con người. Các phương pháp nghiên cứu chính của
các bài toán điều khiển tối ưu là phương pháp lập trình
động Bellman và nguyên lý cực đại Pontryagin.

Nguyên lý cực đại Pontryagin được Viện sĩ người Nga
Pontryagin nêu ra năm 1956 như một giả thiết và được
các học trò của ông là Gamkrelidze (1957), Boltianski
(1958) chứng minh chặt chẽ. Nhờ nguyên lý cực đại
Pontryagin, người ta có thể quy các bài toán điều khiển
tối ưu về việc giải các bài toán biên. Trong bài toán
điều khiển tối ưu, theo lý thuyết thì một phương án
thỏamãn các điều kiện tồn tại có thể được đưa ra bằng
cách xác định tất cả các quỹ đạo thỏa mãn nguyên lý
cực đại Pontryagin và lựa chọn cái tối ưu nhất.

Tuy nhiên, trong thực tế, điều này có thể rất khó và
điều quan trọng là phải hiểu liệu một quỹ đạo nhất định
có phải là tối ưu hay không. Ở đây, chúng t giới thiệu
một điều kiện nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh đối với

hệ thống điều khiển Af�ne với bộ điều khiển đa diện
để đảm bảo tính tối ưu cục bộ yếu của các quá trình
điều khiển.

2. MỘT SỐ KẾTQUẢCHUẨN BỊ

Một số ký hiệu được sử dụng trong bài báo:

Chuẩn Euclide của một điểm [ là [ và tích vô hướng
giữa [ là < [ >. Chuẩn ∙ S là chuẩn trong không gian

S với 1 ≤ S ≤ + ∞.

Tập hợp D biểu thị tập các hàm liên tục I :[D ]
→D.

Cho ma trận , ma trận chuyển vị của được biểu
diễn

Ma trận đơn vị biểu diễn bởi ,.

Độ đo Lebesgue của một tập đã cho được biểu diễn
bằng meas ( ).

Tập hợp � ⊂ ℝ!� là tập đa diện nếu nó được định
nghĩa là tập nghiệm của một hệ bất phương trình tuyến
tính, tức là:

% = #) ∈ ℝ!: 〈), &"〉 ≤ *" , ' = 1, (+++++2�
đó:

L là một vectơ cố định trong P ;

αL là một hằng số thực cố định, với mọi = 1, .i k
Người phản biện: 1. PGS. TS. Khuất Văn Ninh

2. TS. Nguyễn Viết Tuân
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Tập hợp các đa diện bị chặn được gọi là các khối
đa diện.

Chúng ta định nghĩa một số khái niệm cơ bản trong bài
toán điều khiển tối ưu:
Xét bài toán điều khiển tối ưu sau đây:
f([( )) → L I (1)
%
.
= !(#, %) + "(#, %)$, $ ∈  � (2)

[  [ (3)
đó:

cố định;
[ là một điểm cho trước trong  .n

Ở đây, và trong suốt bài báo,
: ℝ! → ℝ, �:ℝ × ℝ! → ℝ!,  : ℝ × ℝ! → ℝ!×#� là các
hàm liên tục khả vi cấp hai;
� ⊂ ℝ! là một đa diện.

Định nghĩa 1 ([1]):

Điều khiển chấp nhận được là một hàm : [0, �] → ℝ!�
liên tục từng khúc, liên tục phải và thỏa mãn ( ) ∈ �,�
kí hiệu là X

Định nghĩa 2 ([2]):

Một cặp (X [ được gọi là một quá trình điều khiển
(X [ bao gồmmột hàm điều khiển X liên tục từng
khúc và một quỹ đạo trạng thái [ liên tục là nghiệm
của phương trình vi phâ $

.
=  (", $) + !(", $)#.�

Định nghĩa 3 ([2])�

Một quá trình điều khiển !�#(⋅ , #(⋅ )� được gọi là tối
ưu cục bộ yếu nếu tồn tại e > 0 sao cho bất kỳ quá
trình điều khiển có thể chấp nhận được !�#(⋅ , #(⋅ )�
thỏa mãn |�(⋅) − �'(⋅)|! < � ì bất đẳng thức
" (� ' ≥ ")(� '� được thỏa mãn.

Định nghĩa 4 ([2]): Hệ phương trình vi phân tuyến tính
liên hợp với hệ thống (1) - (3) có dạng:

#! = −$
$ ' , "+( ), !+( )/

$" 0
∗

##

Ở đây:
* biểu thị sự chuyển vị.

Định nghĩa 5 ([2]):

Hàm Pontryagin là hàm được xác định bởi.

(!, $, #, ") = *$,  (!, #, ")' =-*$! ,  !(!, #, ")'
"

!#$

�

Hàm Lagrange tương ứng với bài toán (1) - (3) được
xác định bởi.

"", !( !), !( ")) =+"#
$

#%"

##"!( !), !( "))�

Với l0,l1 l là các nhân tử Lagange.

Định lý 1:
(Nguyên lý cực đại Pontryagin’s - Xem mục 2.2 - [2]):

Giả sử rằng cho các hàm I và f � ∈ {0,1, . . . , }� thỏa
mãn các điều kiện của bài toán (1) - (3). Nếu (#, �#)�
là quá trình tối ưu của bài toán (1) - (3) thì tồn tại một
vectơ khác 0 là � = (�!, �", . . . , �#)� ồm các nhân tử
Lagange và (� = & !(� , . . . , "(� )

∗�là n iệm của
hệ thống liên hợp và thỏa mãn các điều kiện dưới đây:

i. lL ≥ 0, với L = 0 và � ∈ { + 1, . . . , };�
ii. ! !#%(�"), %(�#)* = 0� với mọi � ∈ { + 1, . . . , };�

iii. Điều kiện chuyển đổi "( !) = "! : =
#

#!( !)
� và

−#(!!) =  "! : =
$

$"(!!)
;�

iv. Điều kiện cực đại.
- Điều kiện cực đại yếu:

Với mọi ∈ [ !, ") ∩ � ,�

!
& 
&" %!, %

!(!), $-(!), "-(!)-, # − "-(!), ≤ 0� với mọi ∈ �.�

- Điều kiện cực đại mạnh: Nếu ∈ [ !, ") ∩ �,�
max
!∈#

"(#, '(#), &+(#), %) = ".#, '(#), &+(#), $+(#)0�

Ở đây:
là một tập con đóng, khác rỗng của .
là tập hợp các điểm phân tán bên phải của .
là tập hợp các điểm trù mật bên phải của

\{supT}.
Chú ý rằng công thức của Định lý 1 không bị giới hạn
bởi tính đóng của tập hợp các điều khiển có thể chấp
nhận được U và tính lồi của tập hợp các điều kiện
ràng buộc.
Bây giờ chúng ta tiến hành phân tích nguyên lý cực đại
của Pontryagin là một điều kiện đủ và đảm bảo tính tối
ưu của quá trình điều khiển. Ký hiệu bằng ". , �&(⋅)*
là lời giải cho bài toán Cauchy.
%
.
= !(#, %) + "(#, %)($) + $&), %(0) = %".

Đặt �"(⋅) = �(⋅ ,0),� ta có hàm sai phân:

: [0, �] × ℝ! → ℝ"�
" , &(⋅)* = ( ) + ̅( ) + �" , &(⋅)*,

đó:
�"(⋅) là lời giải cho bài toán Cauchy
&̅
.
= '""($, &)- + '"(#($, &)-%)-&̅ + #($, &)-%(,�

&̅(0- = 0.�
Ta có:

!$#&, ''(⋅)+! ≤  #"%& 1(#&, ''(⋅)+!&
!

"

�



NGÀNH TOÁN HỌC

��Tạp chí Nghiên cứu khoa học, Trường Đại học Sao Đỏ, ISSN 1859-4190, Số 3 (74) 2021

��

�������� �

ρ t,u ⋅( )( ) = x
!
.

t( )+ x
.

t( )− f t,x! t( )+ x t( )( )
   − g t,x! t( )+ x t( )( ) u! t( )+ u t( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ! ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

�����

�����

22

22

1max ,
2

1max ,
2
max , .

f t x x t

g t x x t u t u t

g t x x t u t

£ Ñ

+ Ñ +

+ Ñ

đó:

"�, &(⋅)*�hàm khoảng cách:

Từ |(̅(&)| ≤ (!$#%&)+|'.(&)|"&
!

"
(4)

Ta có:

!&#(, )'(⋅)+! ≤ ("%$'()12|)'(()|#(
!

"

5

#

.� (5)

Đặt "( ) ∈ �� và " ) + ( ) ∈ �,�với ∈[0,� ]� và
� ∈ [0, �!].�
Khi đó, từ lim

!→#
$%�& , *(⋅). = 0.

Ta có:

φ x T,αu ⋅( )( )( ) = φ x! T( )( )+ 〈∇φ x! T( )( ),αx T( )+ r T,αu .( )( )〉
                          + 1

2
〈αx T( )+ r T,αu ⋅( )( ),

                                    ∇2φ xα( ) αx t( )+ r T,αu ⋅( )( )( )〉,
Ở đây:

#! = -1 − %)#(-!) + %#*!, $"/-⋅)+� � ∈ [0,1].�
Đặt ( ,�)là ma trận hệ số cơ bản của hệ thống.

%̅
.
= $&"!(#, %*) + &"("(#, %*)$*)/%̅.�

Đặt !(") = −$∗( , ")%&)#+( )/.�
Ta có:
〈)*$(&(")*, (&(")〉 = − /〈%(&), $$&, (&(&)*'4(&)〉#&.� (6)

Giả sử rằng:

!〈$(%/, #)%, '+(%/+&.(%/〉"% < 0�

Khi "( ) ∈ '� − *( )+� và �"(⋅) ≠ 0.�

Ta có:

$ ""$ , #!)(⋅+-. > $$"0( +-�
Với mọi α > 0 đủ nhỏ.
Điều kiện:

〈"*#), !(#, %**#)+$〉 < 〈"*#), !(#, %**#)+$**#)〉�
Với:

∈ �,  ≠ &( ) (7)

Có nghĩa là �"(⋅)� là một điều khiển cực tiểu. Điều kiện
(7) có thể được hiểu là nguyên lý cực đại xác định duy
nhất một hàm điều khiển.
Để đảm bảo tính tối ưu cục bộ của �"(chúng ta chỉ xét
lớp các điều khiển Af�ne và các bộ điều khiển đa diện.

Ngoài ra, đối với hệ thống a�ne với các bộ điều khiển
đa diện, trong nhiều trường hợp, có thể xét một phiên
bản của nguyên lý cực đại như một điều kiện đủ.

3. KẾT QUẢ CHÍNH
rong phần này, chúng ta sẽ bổ sung các điều kiện của
nguyên lý cực đại sao cho đảm bảo tính tối ưu cục bộ
của điều khiển �"(.
Định nghĩa 6 ([3]):

Điều khiển �"(⋅)được gọi là thỏa mãnmột nguyên lý cực
đại đã hiệu chỉnh, nếu tồn tại một hàm đo được, không
âm : [0, �] → ℝ!,�hằng số g > 0 và a0> 0 sao cho:

max
!∈#

%〈.%2, 4?(2)>%3 − 3?(2)>, 0(2)〉 + 6(2)|3 − 3?(2)|> ≤ 0;

/-,1 {2 ∈ [0, +]|6(2) < ,} ≤ 5,, ∀, ∈ [0, ,$];��
/-,1 {2 ∈ [0, +]|6(2) = ,} = 0,�∀, > 0.�
Quan sát thấy, bất đẳng thức đầu tiên có nghĩa tương
đương điều kiện nguyên lý cực đại:
max〈%&', )*(')-&( − (*(')-, &(')〉 ≤ 0�
Với mọi � ∈ [0, �!].�
Kết quả sau đây thiết lập các điều kiện hữu ích để chứng
minh thuộc tính của nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh.
Đặt:
, = -1%5!, 5", . . . , 5#), 0 = 4$ < 4! <. . . < 4% = +,

5?(4A = 5&!, 4 ∈ [4' , 4'(!], / = 0, ) − 18888888888, 3(4A = :.=4, 6?(4A>?
∗
2(4A,

*' = B0|〈3=4' >, 5&〉 = max
*∈,

〈3=4' >, 5〉J , / = 0, )88888.�

�Bổ đề 1 ([3]):�
Giả sử T(.) là một hàm liên tục và khả vi liên tục từng
phần, nguyên lý cực đại xác định duy nhất điều khiển
�"(⋅) theo nghĩa là:
〈 ( ), − !!〉 < 0, ∀ ∈ [ " , "#$], ∀ ∈ �, ≠ !! �
Và
max
!∈#!
!$!!

〈)
. (*& + 0), +! − +!!〉 < −2,',  ( = 0, ' − 16666666666, (8)

min
!∈#!
!$!!"#

〈min
!∈#!
!$!!"#

〈)
. (*& − 0), +! − +!!"#〉 > 2,', ( = 1, '55555 (9)

Khi đó, điều kiện nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh được
thỏa mãn.
Chứng minh.
Đặt
� > 0, = ∑ ! !

"
!#$ ,  ≠ !! , ! ≥ 0,∑ !

"
!#$ = 1.
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!("! + $"), # − #"!〉 = 〈!("! + $"), - %"/#" − #"!0
"#"!

〉�

Sử dụng (8) ta có:

+

= λm
〈q tl + Δt( ),um − uml 〉

+Δt〈q
.

tl + 0( ),um − uml 〉 + o Δt( )

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟m∉Ml

m≠ml

∑

( )
Ï

l á + D - ñå ,
l

l

m l m m
m M

q t t u u

( )
Î Ï
¹

£ - l s D l á + D - ñå å0 , ,
l

l l
l

m m l m m
m M m M
m m

t q t t u u

Với mọi ∆ đủ nhỏ.

Nếu ∉ �! � thì ta có 〈�( !), " − "!〉 < 0.�
ừ ( ) ( )= á - ñ,

lm ma t q t u u liên tục và �( ) < 0la t dẫn
đến "($! + &$) = 〈#($! + &$), %" − %"!〉 < 0�
với mọi ∆ đủ nhỏ. Như vậy ta có: thể viết
!(#! + %#) = 〈"(#! + %#), $" − $"!〉 < −&#�
một số �s >1 0. Vì vậy, ta có:

��

�������������������������������

�������������������������������� �

〈q tl + Δt( ),um − uml 〉 ≤ − λm
m∈Ml
m≠ml

∑ σ0Δt − λmσ1
m∉Ml

∑

Î Ï
¹

£ - l s D - l s Då å0 1
l l
l

m m
m M m M
m m

t t

¹

£ - l s Då 2
l

m
m m

t

Với một số �! > 0,�ở đây ∆ là đủ nhỏ.

Từ

�

���������������

( )l l
l

m m m m m
m m

u u u u
¹

- £ l -å

max ,
l

l

m m m
m m

u u
¹

£ l -å
Ta có:

�

����������

( )
( )

¹

¹

l -

á + D - ñ £ -s D
-

å
2,

max

l
l

l

l
l

m m m
m m

l m
m mm m

u u
q t t u u t

u u

¹

-
= -s D

-
2 .
max

l

l
l

m

m mm m

u u
t

u u

Tương tự, từ (9) ta có:

�( )
-

-
-¹

-
á - D - ñ £ -s D

-1

1
1

3, .
max

l

l

l
l

m m
l m

m mm m

u u
q t t u u t

u u

Do đó, hàm �( )s t trong nguyên lý cực đại đã hiệu
chỉnh có thể được xác định như sau:

�( ) [ ]+ +
+

æ ö- +
s = s - - Î Î -ç ÷

è ø
1 1

1, , , 0, 1,
2 2

l l l l
l l

t t t t
t t t t t l L

Ở đây:

�s đủ nhỏ.
Bổ đề sau cung cấp một bất đẳng thức sẽ có liên quan
trực tiếp để chứng minh điều kiện đủ cho tính tối ưu.

Bổ đề 2 ([3]):

Với s trong điều kiện nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh.
Thì

!#(!)"(!) !
!

"

− *!"(!) !
!

"

+

#

≥ 0� (10)

Ở đây:

�( )
¥

× <
g
1 .
2

w
c

Chứng minh.
Xét bài toán điều khiển tối ưu sau:

!-())*())()
!

"

− '+#(&) → inf

+
.
= *, * ∈ [0, ,], +(0) = 0.

Giả sử rằng điều khiển tối ưu �! ( )×w khác 0. Khi đó, tồn
tại l ≥ 0 và một hàm �( )y × tuyệt đối liên tục sao cho:
/
.
= 0, /(() = 2-),6(();

max
w∈[$,&]

1/(*) − -.(*)5+ = 1/(*) − -.(*)5+7(*);

- + |/(⋅)| > 0.
Chắc chắn l  0. Đặt l = 1. Kể từ đó.

"(�) = ' � (�) > (�)
0� (�) < (�)�

Và &("* ≡ 2!#)( * = 2!$%�
Ở đây:

�( ) ( ){ }= s < y| .M meas t t t

Vậy �( ){ }= s < e £ g e| 2 2 .M meas t t c M c M

Lấy �e <
g
1
2 c

dẫn đến mâu thuẫn. Vậy điều khiển tối ưu

bằng không. Nó có nghĩa (10) được chứng minh.
Định lý dưới đây xác định điều kiện đủ của nguyên lý
cực đại đã hiệu chỉnh.
Xét bài toán điều khiển tối ưu (1) - (3).

Định lý 2.

Đặt !�#(⋅ , #(⋅ )� là quá trình điều khiển chấp nhận
được thỏa mãn điều kiện của nguyên lý cực đại đã
hiệu chỉnh, gọi S (.) là nghiệm của quá trình Cauchy.

#
. ($) = − '' 3!,$, &0($)/0 + ",$, &0($)/%0($)4

∗
#($),�

#( ) = −'(,&0( )/.�
Thì !�#(⋅ , #(⋅ )� là một tối ưu cục bộ yếu theo nghĩa:
ồn tại e > 0 sao cho mọi quá trình điều khiển chấp

nhận được !� ⋅), ⋅)(� thỏa mãn |�(⋅) − �'(⋅)|! < ∞�
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thì bất đẳng thức " (� ' ≥ ")(� '�được thỏa mãn.
Chứng minh.
Thật vậy, từ (4), (5), (6) và nguyên lý cực đại đã hiệu
chỉnh ta có:

�

���������������

�� �

φ x T( ),u( ) ≥ φ x! T( )( )+ 〈∇φ x! T( ),x T( )( )
                            − const( ) u t( ) dt

0

T

∫
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

! ( )( ) ( ) ! ( )( ) ( )

( ) ( )���������������

0
2

0

, ,
T

T

x T p t g t x t u t dt

const u t dt

= f - á

æ ö
- ç ÷

è ø

ò

ò

! ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
æ ö

³ f + s - ç ÷
è ø

ò ò
2

0 0

T T

x T t u t dt const u t dt

Áp dụng Bổ đề 2 ta có kết quả cần chứng minh.
Sự tổng quát của nguyên tắc cực đại đã hiệu chỉnh cho
các bài toán điều khiển tối ưu nhằm thiết lập tập hợp
i điều kiện ràng buộc đảm bảo cho tính tối ưu của
quá trình điều khiển.
Xét bài toán điều khiển:
-",(&)' → inf

,
.
= ((*, ,) + )(*, ,)+, + ∈ '

,(*) ∈ %

,(0) ∈ %", ,(&) ∈ %# �

(11)

(12)

(13)

(14)
Định lý 3.

Đặt !�#(⋅ , #(⋅ )� là quá trình điều khiển chấp nhận
được. Giả sử rằng tồn tại một hàm biến thiên, bị chặn
S (.) và một vectơ có giá trị độ đo Borel là  được xác
định trong [0, ] thỏa mãn các điều kiện sau:

"(#) = −&! 0 +#, %.(#)/0 +�

!+#, %.(#)/$.(#)∗ "(#) # + '(#),�
(15)

!〈 ) − ( )
!

"

, � )〉 ≤ 0�với mọi quỹ đạo chấp nhận

đượ [ .
〈+(0), (! − .*(0)〉 ≤ −((*),-)|(! − .*(0)|"#$ 

∀

')=, ( − .*(')〉 ≤ 0, ( ∈ &

(16)#$

∀(! ∈ &!, 0 ∈ [0,1] (17)

〈+(0), ( − .*(0)〉 ≤ −((*),-

〈−+(') − /1<.*(')=, (% − .*(')〉 ≤ 0, (% ∈ &%
�

(18)
Hơn nữa, nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh được
thỏa mãn.

Khi đó !�#(⋅ , #(⋅ )�������������������������
�

là tối ưu cục bộ yếu.

Chứng minh:
Đặt !�# ⋅) + �( ⋅), ⋅) là quá trình điều khiển chấp
ận được.

Ta có:

�
φ x T( )( ) ≥ φ x! T( )( )+ 〈∇φ x! T( )( ),x T( )− x! T( )〉
                            − const( ) x T( )− x! T( )

2

.
Sử dụng (18) ta có:

�
( )( ) ! ( )( ) ( ) ( ) ! ( )

( ) ( ) ! ( )����������������������������
2

,

.

x T x T p T x T x T

const x T x T

f ³ f - á - ñ

- -

Đặt �( )×x là nghiệm của quá trình Cauchy.

�
! ( )( ) ! ( )( ) ! ( )( ) ! ( )( )

( ) ( ) ! ( )

.

, , ,

0 0 0 .

xx f t x t g t x t u t x g t x t u

x x x

= Ñ + +

= -

Chú ý rằng:

�
( ) ! ( ) ( ) !( ) !( ) !( )( )

( )( )������

. .

2

, ,

.

t x t x t ftx x g tx x u u

const x xu

r = + - + + + +

£ +

Từ �( ) ( ) ! ( ) ( )
æ ö

£ - +ç ÷
è ø

ò
0

0 0 ,
T

x const x x u t dt

Ta có:

�

�

( ) ! ( ) ( )( ) ( ) ( )- + £ rò
0

T

x T x T x T const t dt

( ) ( ) ! ( ) ( )
æ öæ ö
ç ÷£ - + ç ÷ç ÷è øè ø

ò
2

2

0

0 0
T

const x x u t dt

Từ điều này và bất đẳng thức:

�( ) ! ( ) ( ) ( ) ! ( ) ( )
æ ö

- £ - +ç ÷
è ø

ò
0

0 0
T

x t x t const x x u t dt

Ta có:

�

( )( ) ! ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ! ( ) ( )�����������������
2

2

0

,

0 0
T

x T x T p T x T

const x x u t dt

f ³ f - á ñ

æ öæ öç ÷- - + ç ÷ç ÷è øè ø
ò

Đặt �F là ma trận hệ số cơ bản của hệ thống.

�! ( )( ) ! ( )( ) ! ( )( )= Ñ +
.

, , .xx f t x t g t x t u t x

Từ �( ) ( ) ( ) ( ) ( )= F - F µò* *, , ,
T

t

p t T t p T s t d s

Ta có:

�

�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! ( )( )
( ) ! ( )( ) ( )�����������������������

0

, , ,0 0 0

, ,
T

p t x T p t T x x

T t g t x t u t d t

-á ñ = -á F -

+ F ñò

( ) ( ) ( ) ( ) ! ( )

( ) ! ( )( ) ( )�����

*

0

0

0 ,0 , 0 0

, ,

T

T

p s d s x x

p t g t x t u t dt

= -á + F µ - ñ

- á ñ

ò

ò
T T
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������������������� �

������������� �

�����������

�

( ) ! ( )( ) ( ) ( )*

0 0

, , ,
T T

s t g t x t u t dt d s- á F µ ñò ò

( ) ( ) ! ( )

( ) ! ( )( ) ( )

( ) ( )

�����

�����

0

0

0 , 0 0

, ,

,

T

T

p x x

p t g t x t u t dt

x s d s

= -á - ñ

- á ñ

- á µ ñ

ò

ò

( ) ( ) ! ( )

( ) ! ( )( ) ( )

= -á - ñ

- á ñò�����
0

0 , 0 0

, ,
T

p x x

p t g t x t u t d t

( ) ! ( ) ( )

( ) ! ( ) ( )( ) ( )

- á - µ ñ

+ á - + µ ñ

ò

ò

�����

�����

0

0

,

,

T

T

x s x s d s

x s x s x s d s

Sử dụng (17), (16) và nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh
ta có:

�

( )( ) ! ( )( ) ( ) ( ) ! ( )

( ) ( )

( ) ( ) ! ( ) ( )

�����������������������������

��������������

2

0

2
2

0

0 0

0 0 .

T

T

x T x T const x x

t u t dt

const x x u t dt

-e
f ³ f + -

+ s

æ öæ ö
ç ÷- - + ç ÷ç ÷è øè ø

ò

ò
Áp dụng Bổ đề 2 ta có kết quả.
Chú ý:
Điều kiện (17) được thỏamãn nếu 0& là một điểm hoặc
một hình đa diệ và ! ( )0x là một vectơ.

4. KẾT LUẬN

Bài báo khái quát về tính tối ưu của hệ thống điều
khiển bằng phương pháp sử dụng nguyên lý cực đại
Pontryagin.

Trong bài này chúng tôi nghiên cứu đã hiệu chỉnh, bổ
sung điều kiện cho nguyên lý cực đại Pontryagin để
đảm bảo tính tối ưu cục bộ yếu của các quá trình điều
khiển đối với hệ thống Af�ne và bộ điều khiển đa diện.
Nguyên lý cực đại đã hiệu chỉnh chứng tỏ rằng điều
khiển được xác định duy nhất cho hầu hết các khoảng
thời gian và trạng thái của hệ thống là ổn định.
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